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図 1.2 半導体ナノ構造を利用した量子効果デバイス。(a)Reed らによって作成された量子ドット。彼らは量子
ドットにおける電流電圧特性の測定を行った1)。(b)van Houtenらによるサイクロトロン運動を利用したバリス
ティック電子の運動制御2)



























































































ψ(r, t+∆t)− ψ(r, t)
∆t
= Hψ(r, t) (2.2)
となる。これを時刻 t+∆tの波動関数について解くと、








を得る。さらに時刻 t+∆tから時刻 t+ 2∆tの波動関数を求めることを考えると









となる。∆t = T/N とおいて分割数 N を大きくした ∆t→ 0の極限を取ると、
lim
N→∞




ψ(r, t+ T ) = exp(
1
i
HT )ψ(r, t) (2.7)
これはある時刻 tの波動関数に時間推進演算子 exp( 1iHT ) が作用することで時刻 t+ T の波動関数が求まるという
形である。




表 2.1 主な計算方法とその特徴。SODは二次精度の差分 (Second Order Diﬀerence)、SPOは演算子の指数積
分解法と Cayley 形式の組み合わせによる解法（Split Operator Method）、CH は Chebychev 多項式展開法、

















































= Hψ(x, t) (2.10)
とあらわされる。すでに述べたように、上の式の形式解は

















1− 1i ∆t2 H
(2.12)


























































ψ(x, t) = − 
2
2m
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ψ′1 = u1b1 (2.26)
ψ′i = (bi + ψ
′





























ψN (x, t+∆t) = ψ′N (2.29)











































)]ψ(x, y, t) (2.33)
それぞれの演算子に対して Cayley形式を適用することで





























+ V (x, y) (2.35)
で与えられ、このとき形式解は



























































A = (−By/2, Bx/2, 0) (2.38)
を考える。これは
B = rotA = (0, 0, B) (2.39)














































































節でも  = 1, m = 1とした。時間に依存するシュレディンガー方程式を解くと波動関数の時間発展は形式的に








と与えられる。ただし T˜ は時間順序演算子である。ここで Vstat を静的ポテンシャル、Vtd を時間に依存する動的ス
カラポテンシャルとして、ハミルトニアンを







































































= exp[∆t(A(t) + J)] (2.48)
ここで J は右側にかかる変則的な演算子で
























































































































































)2]+ Vstat(x, y) + Vtd(x, y, t) (2.57)
で与えられ、この系の時間発展は











































































































































































xi|ψi(t)|2∆xd xi = i×∆x (2.64)
y 方向、z 方向も同様である。
■電気双極子モーメント 電気双極子モーメントは P = erで定義され、これは位置の期待値と電荷との積である。










の広がり幅 dを用いて有効な ωmax を定めることが差分の刻み幅を決める上でひとつの目安となる。また束縛状態に
対してはあらかじめエネルギーの取りうる範囲を見積もり、刻み幅を定める必要がある。そのためには ωmax と以下






ωg = ± 12∆x (2.66)
であらわされる。
空間方向の振動数を波数に対する条件に書き直すと 2π × ω = kであるから





































特徴と利点を明らかにする。二次精度差分法 (Second Order Diﬀerence, SOD)、Cayley形式と組み合わせた指数積







■強度誤差の見積もり（分散） 解析的に求めた波束の分散 σexact と数値計算によって求めた波動関数の分散 σnum
との差を各時刻でとり、誤差率を求めることで誤差の蓄積の様子を調べた。分散は












ψ∗exact(xi, t)ψnum(xi, t)∆xi (2.74)
と定義した。位相誤差は波動関数を空間部分と時間に依存する位相部分に分けるとよりわかりやすい。
ψnum = φnum exp(−iωnumt) (2.75)





ψ∗exact(xi, t)ψnum(xi, t)∆xi (2.77)
= exp[i(ωexact − ωnum)t]
∑
i
φ∗exact(xi, t)φnum(xi, t)dxi (2.78)

















と与えた。計算条件は ω20 = 0.25で、波動関数の初期条件を量子数 n = 5の固有状態とし、上で定義した位相誤差、
強度誤差を 100 a.u.までそれぞれの手法で計算し調べた。波動関数を表現するための空間刻みの数 N = 256、刻み
幅を ∆x = 1/4 a.u. と選び、また時間の刻み幅を ∆t = 1/256 a.u. とした。（ハミルトニアンを作用させる回数は
100 a.u. までで 25600 回となる。）この計算条件を先ほどの振動数の条件に当てはめると |ωw| = ±0.179 に対して
|ωg| = 4.0 ,|ωD| = 32.0であり、上で定義した η はどの場合も 1より十分小さくなっている。
結果を図 2.2、図 2.3 にまとめた。ただし、CH 法は多項式の次数を 16000 次まで取っており、また SIL 法は
Lanczos三重対角行列を 6次までとった場合の結果である。分散、位相誤差ともに SIL法と CH法が他の方法と比べ







計算時間を比較すると SOD<SPO<CH<SIL の順であるという結果が得られた。SOD,SPO 法と比べて CH,SIL
法は数倍から数十倍の計算時間が必要であった。また、計算時間は同じ時間刻み幅で比較を行ったが、実際の問題へ
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図 2.2 SPO, SOD, SIL, CH法による放物型ポテンシャル場における固有状態の時間に対する位相誤差。ただし
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図 2.3 SPO,SOD,SIL,CH 法による放物型ポテンシャル場における固有状態の時間に対する分散誤差。ただし
∆t/∆x2 = 0.0625とし、放物型ポテンシャル場の固有状態は n = 5をとした。
ポテンシャル変調に対する電子の時間発展
次にハミルトニアンが時間に依存する場合の時間発展に対する計算精度を比較した。上の条件と同様 ω20 = 0.25 の
放物型閉じこめ場の固有状態を初期状態として、ポテンシャル変調 E0 cos(ωt)のもとでの時間発展を評価した。ただ
し、E0 は振動ポテンシャル場の振幅、ω は周波数をあらわす。ハミルトニアンは









2 + E0 cos(ωt) (2.80)
と与えると、このときの波動関数の時間発展は









で表される。ただし φn は非摂動状態における固有状態の空間部分、+n は固有状態のエネルギーを表す。先ほどと同
様、波動関数の初期状態として n = 5を与え、また時間依存ポテンシャル場の条件を E0 = 0.30 a.u., ω = 0.50 a.u.





































       












































       






















































H = − 
2
2m
















−2 + V 1
1 −2 + V 1
. . . . . . . . .
1 −2 + V 1









































−4 + V 1 0 1 0 0 0 0 0　
1 −4 + V 1 0 1 0 0 0 0　
0 1 −4 + V 0 0 1 0 0 0
1 0 0 −4 + V 1 0 1 0 0
0 1 0 1 −4 + V 1 0 1 0
0 0 1 0 1 −4 + V 0 0 1
0 0 0 1 0 0 −4 + V 1 0
0 0 0 0 1 0 1 −4 + V 1







ただし、二次元の場合、行列の次数は系の一次元方向の刻み数 Nに対して N2 で増加していくことに注意すべきで
ある。そのため大きな刻み数を取った計算を行うことは多次元においては困難なものとなる。ハミルトニアンが大行

































































































































































図 3.1 d=0.5, 1.0, 2.0 a.u. の波束を実空間、k 空間で表示。
また幅 dを持つ波束の密度分布は初期状態では全く同じものを与えるが、位相成分 exp(−ikx)に応じて、波動関数
自身の振動は大きく異なる（図 3.2）。波束の中心波数 k0 が大きいほど振動は激しくなり、そのような高い振動数を
持つ波を計算機に乗せる際には注意が必要である（第２章参照）。
■位置と運動量の不確定性 次に位置の期待値と運動量の期待値、および標準偏差 (∆x), (∆p)を求め、ガウス波束
の不確定性 (∆x)(∆p)を調べた（x0 = 0，k0 = 0とした）。標準偏差 Rは観測量を Aとして
R =
√
































































図 3.2 d=2.0 a.u.とした波束の実部と虚部を表示。a) k0=0.25 a.u., b) k0=1.00 a.u., c) k0=2.00 a.u.。確率
密度分布は同等でも中心波数の違いによって波動関数の振動は大きく異なる。





























































































































































































































































































































〈x2〉+ 〈x〉2 の時間依存性を計算することで調べる。すでに 〈x〉 = vgtを得ているのであとは 〈x2〉を計算すればよい。













































































図 3.3に示したような階段型ポテンシャル場に対する電子の伝搬を考える。入射電子のエネルギーを E とし、また










図 3.3 階段型ポテンシャルの模式図。数値計算は V = 1.0 a.u.の条件で計算を行った。
領域 I　ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x (3.26)
領域 II　ψ2(x) = Ceik2x +De−ik2x (3.27)







2(E − V ) (3.29)
である。ポテンシャル界面の座標を x = 0とおくと、波動関数の接続と連続の条件から、
A+B = C (3.30)
k1A− k1B = k2C (3.31)










■E < V の場合 次に E < V の場合を考える。このとき領域 I, IIそれぞれの波動関数を
領域 I　ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x (3.34)
領域 II　ψ2(x) = Ceiρx +De−iρx (3.35)
として上と同様の計算を行うと













































波束の初期幅を d = 8 a.u.と固定し、空間刻み幅、時間刻み幅をそれぞれ∆x = 1/4 a.u., ∆t = 1/32 a.u. の条件
で計算した。図 3.5は、固有状態から求めたガウス波束の透過率と、波束の時間発展を初期値問題として扱った結果
からの透過率とを比較したものである。実線が固有状態から求めた透過率、マーカーが初期値問題から求めた透過率








ただし波束の入射に対しては、たとえポテンシャルの高さをエネルギー期待値 E = 2/(2m)k20 と等しくしたとして
も、透過率はゼロにならないことに注意が必要である。これはガウス波束が k空間でその幅に応じた分布を持ち、必
ず透過可能な高い波数成分を持つからである。電子波束が実空間で狭い幅であるほど多くの運動量成分を持つため、

















図 3.5 電子波束の階段型ポテンシャルに対する透過率。横軸は V/E0。点線は平面波の透過率。波束の初期幅
d = 8 a.u.，∆x = 1/4 a.u. で計算
波動関数の動的挙動
図 3.6は、波動関数の動的挙動を調べるために、電子の確率密度（|ψ(x, t)|2）の分布を、V = 0.0, 0.4E0, 0.8E0,
1.0E0 の条件それぞれについて t=10.0 a.uごとに実空間で書き出したものである。電子波束に初期値として k0 = 1











































































































図 3.6 ポテンシャルの高さ V = 0.0, 0.4E0, 0.8E0, 1.0E0 における電子波束の確率密度分布の実空間における
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図 3.7 V = 0.0, 0.4E, 0.8E, 1.0E の条件で入射した電子波束の散乱後の波数分布。計算条件は空間の刻み数

















図 3.8 箱形ポテンシャルの模式図。障壁の幅を L = 5 a.u.、高さを V = 1.0 a.u. として計算を行った。
■E > V の場合 初期波動関数を
領域 I　ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x (3.40)
領域 II　ψ2(x) = Ceik2x +De−ik2x (3.41)
　領域 III　ψ3(x) = Feik1x (3.42)
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とおき、透過率、反射率を考える。ただし E > V であるので、k2 =
√
2(E − V )/,である。階段の場合と同様にポ
テンシャル界面で波動関数は微分連続でなければならないので、x = 0で
A+B = C +D, (3.43)
k1A− k1B = k2C − k2D (3.44)
同様に x = Lで
Ceik2L +Deik2L = Feik1L, (3.45)














































4k21k22 + (k21 − k22)2 sin2(k2L)
(3.54)
となる。これを電子の入射エネルギー E 及び箱形ポテンシャルの高さ V で表すと
反射率　 R =
V 2 sin2(k2L)
4E(E − V ) + V 2 sin2(k2L)
(3.55)
透過率　 T =
4E(E − V )
4E(E − V ) + V 2 sin2(k2L)
(3.56)
を得る。














■E < V の場合 階段型ポテンシャルのところで見たように、一般に E < V の場合には電子波はポテンシャル障壁
を越えることができず全反射する。しかし、今考えている系のように、ポテンシャルの厚さが有限の場合には、ポテ
ンシャル障壁へしみこんだ波動関数の成分が障壁の反対側まで達し、透過波となる。初期波動関数を
領域 I　ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x (3.58)
領域 II　ψ2(x) = Ceρx +De−ρx (3.59)
　領域 III　ψ3(x) = Feik1x (3.60)
とおき、透過率、反射率を考える。ただしこの場合は、E < V であるので、ρ =
√










4E(V0 − E) + V 20 sinh2 (ρl)
(3.61)
透過率 T の式からわかるように、E < V の場合でもトンネル効果により、透過率がゼロではないことがわかる。
ただし E  V の極限では透過率はゼロに収束する。
■V < 0 の場合 ポテンシャルの高さ V がゼロよりも低い場合、全ての進行波に対して領域 II での波数は
k2 =
√






ス波束の透過率を求めることができる。ここで一つ注意すべきことは、箱形ポテンシャルの場合には、E > V の領域






|F (k)|2 × TE<V (k)dk +
∫ ∞
k′
|F (k)|2 × TE>V (k)dk (3.62)




























図 3.9 箱形ポテンシャルに対する電子波束の透過率 (L=5 a.u.)。実線は固有状態から求めた波束の透過率、
マーカーは初期値問題から求めた波束の透過率をあらわす。点線は平面波の透過率。波束の初期幅 d = 8 a.u.、








電子を質点と考えた場合の磁場 B の下での古典軌道を導出する。この粒子が速度 vで動いているときに磁場から
受ける力は SI単位系では





x = −e(v ×B) (3.64)
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vx = v0 cosωt































































■計算条件 磁場 Bz = 2.0 a.u. 速度 v0 = 2.0 a.u. の条件で数値計算を行い、波束の重心位置の運動を求めた。た




































図 3.10 二次元平面における電子波束の密度分布の平面図。時間発展計算を一方向へのメッシュ点として 96
点とり、空間刻み・時間刻みをそれぞれ ∆x = 1/8 a.u, ∆t = 1/64 a.u、初期中心座標 (x0, y0) = (5, 6),
(kx, ky) = (0, 2)で行った。
次に、量子系での電子の軌道を求める。初期波動関数としてはこれまでと同様、ガウス波束を考える。z 方向に垂
直な一様磁場をあらわすベクトルポテンシャルとして、

































































































図 3.13 (a) サイクロトロン運動の古典軌道。(b)電子波束の位置期待値の軌跡


















系のサイズ L、焦点間の光学距離 2a(aは楕円の長軸の長さ)、焦点間の距離（F1 と F2 の直線距離）および焦点
の開口部の長さの比を 10 : 9 : 6 : 1とした。ただし L = 128 a.u.(1267.2 nm)と設定した。また、電子波束を焦




た開口部との比を 10 : 9 : 6 : 1とした。ただし L = 128 a.u.(1267.2 nm) である。また、焦点 F1 から打ち出す電子
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図 3.15 (a) Newton方程式を数値的に解くことで求めたゼロ磁場における荷電粒子の古典軌道と、(b) z軸に平
行な一様磁場下における荷電粒子の古典軌道。軌道 aはゼロ磁場の場合の軌道を、b∼eはそれぞれ一様磁場下に






つの焦点 F1 から前述の条件で楕円領域へ打ち出し、もう一つの焦点 F2 への収束性を調べた。図 3.16に電荷密度分
布の時間発展を t = 0 ∼ 80 a.u.まで 20 a.u.ごとに切り出したスナップショットを示した。焦点 F1 から打ち出され
た波束は t = 20 a.u.においては楕円型障壁へ到達して反射し干渉を示す。続いて t = 40 a.u.においては楕円の幾何








ける量として長軸 aと短軸 bの比 γ = b/aを定義し、γ = 0.45 ∼ 1.00の楕円型ポテンシャル場における電子波束の
収束率を調べた。収束率は電子波束が焦点 F2 を通過した後の、コレクター領域における電子の存在確率であるとし、
また焦点間距離 2aを保存するため長軸の長さを固定した。結果を図 3.17に示す。横軸を γ、縦軸に収束率を取った。
興味深いことに波束の収束率は γ = 0.722付近で極小をとるが、楕円が真円に近い γ ∼ 1および扁平になる γ ∼ 0.45
付近においては高まるという結果が得られた。
このような楕円の形状による顕著な収束性の違いを理解するために、γ = 0.500, 0.722, 0.903における電子波束の
電荷密度分布の時間発展を示したのが図 3.18、3.19、3.20である。それぞれに対して、古典軌道と波束の軌跡を比較
した結果を右下の図において示している。まず、楕円が真円に近い γ = 0.903におけるスナップショット (図 3.20)を
42
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図 3.16 数値計算により得られた電荷密度分布の時間発展を t = 0 ∼ 80 a.u. まで 20 a.u. ごとに切り出したス
ナップショット。最後の図は古典軌道と電子波束の重心位置の期待値の軌跡を重ねて表示している。楕円の形状
は γ = 0.745とした。




立っていることが理解できる (図 3.20右下)。これに対して、収束性の高かった γ = 0.500におけるスナップショッ




与えた γ = 0.722 における電子波束の時間発展を見てみると、上で見た二つの領域に対して中間的な運動であること
43
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図 3.18 γ = 0.500の楕円型ポテンシャル場における電荷密度分布の時間発展。t = 0 ∼ 80 a.u.まで 20 a.u.ご
とに切り出した。最後の図は古典軌道と電子波束の重心位置の期待値の軌跡を重ねて表示している。




図 3.20 γ = 0.903の楕円型ポテンシャル場における電荷密度分布の時間発展。t = 0 ∼ 80 a.u.まで 20 a.u.ご
とに切り出した。最後の図は古典軌道と電子波束の重心位置の期待値の軌跡を重ねて表示している。
がわかる (図 3.19)。電子波束は楕円壁面で反射し、もう一方の焦点へ向かうが、焦点付近で T 型部分の壁および楕
円壁面と干渉を起こし、結果として低い収束性を示すことが明らかとなった。



















M agnetic Field B [a.u.]
M agnetic Field B [a.u.]
図 3.22 (a)一様磁場を印加した楕円型ポテンシャル場における磁場 B と電子波束の収束率の関係。(b)楕円型
ポテンシャル場のない場合の収束率と図 (a)との差を取った結果。
B = 0付近および、0.0521, 0.080, 0.1042 a.u.において収束性の高まるピークがあらわれた。このうちB = 0.0521,
0.1042 a.u.のピークは楕円の影響を受けないサイクロトロン運動によるものであることは古典軌道との対比から明ら
かである。これに対して、B = 0.080 a.u.におけるピークは古典軌道からは予測されなかったものである。また、古
典軌道からの予測では B = 0.0462 a.u.において楕円と磁場の組み合わせによるピークが見られるはずであるが、図
3.22(a)からはよく見ることが出来ない。（B = 0.17, 0.23 a.u. 付近においてもピークが見られるが、これは本来は古
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図 3.23 (a)B = 0.0462 a.u.における古典軌道と電子波束の軌跡の比較。(b)B = 0.080 a.u.における古典軌道
と電子波束の軌跡の比較。γ = 0.745 とした。













































図 3.24 二重障壁の模式図。bが障壁の幅、aが障壁間の幅、V が障壁の高さをあらわす。






























(1− r∗Lr∗Re−2ika)/t∗Lt∗R (rLeika − r∗Re−ika)/tLt∗R
(r∗Le






1− rLrR exp(2ika) (3.82)
複素反射振幅を極座標成分を用いて rL = |rL| exp(iρL) と書くと tの挙動がさらにわかりやすくなる。以上の議論か
ら結局、透過率 T は
T = |t2|= TLTR
1 +RLRR − 2
√








と与えられる。ただし、Ri = |ri|2、Ti = |ti|2 は左右の障壁それぞれに対する反射率と透過率を表す。また
φ = 2ka+ ρL + ρR で、共鳴条件は φ = 2nπ である。
波束の透過率
再び前節までと同様の方法を用いて固有状態の立場から電子波束の透過率を求めたのが図 3.25である。ただし波
束の幅を d = 8 a.u.、障壁の幅 bおよび障壁間の幅 a をそれぞれ a = 0.25 a.u., b = 4 a.u.であるとした。横軸には














図 3.25 二重障壁解析解から求めた波束の透過率。波束の幅を d = 8 a.u.、障壁の幅 bおよび障壁間の幅 a をそ







(E − Er)2 + (Γ1 + Γ2)2/4
=
Γ1Γ2
(E − Er)2FL(E − Er) (3.85)
と表される。ただし Er は共鳴エネルギー、FL はローレンツ曲線で
FL(E − Er) = (Γ1 + Γ2)
2/4




























表 3.1 a = 0.25 a.u., b = 4 a.u. ,V0=25.8 a.u.の二重障壁に対する共鳴状態寿命
k Ti Γi τi Γ τ
0.74 0.00497 0.000460 2175.29 0.000919 1087.64
1.48 0.02015 0.00373 268.318 0.007458 134.16
2.20 0.0454 0.0125 80.04 0.02500 40.02
2.92 0.0822 0.0300 33.35 0.0600 16.67
3.65 0.132 0.0604 16.57 0.121 8.28
4.38 0.196 0.108 9.30 0.215 4.65













から 1/eになる点までの時間であると定義した。流入までの時間を τin、流出までの時間を τout とし、合計時間を τeﬀ
とした。以下ではここで定義した、有効共鳴状態寿命を固有状態の立場から求めた共鳴状態寿命と比較することで、
初期値問題からの共鳴状態寿命の解析法について論じる。
k0 = 2.20 a.u.の共鳴ピークについて上で定義した共鳴状態寿命を計算した。
有効寿命の初期位置依存性
電子波束の初期位置 x0 の変化に対する共鳴状態寿命を調べた。波束の幅は 16 a.u.に固定し、波束の初期位置 x0

































図 3.26 k0 = 2.92 a.u. の条件で入射した電子波束の二重障壁内における存在確率の時間変化。最大値から 1/e

















図 3.27 k0 = 2.20, d = 16 a.u.で固定し、波束の初期位置 x0 を変化させた場合の共鳴状態寿命。
有効寿命の波束の幅依存性
次に有効共鳴状態寿命の初期波束幅に対する依存性を調べた。k0 = 2.20, 2.92 a.u.の２つの共鳴ピークについて計
算を行った。各共鳴状態ごとの寿命を波束の幅に対してプロットしたのが図 3.28である。図を見るとわかるように
電子波束の初期幅（つまり k 空間での分布幅）に応じて流入時間 τin および減衰時間 τout は変動するが流出までの時
間が大きく変動するのに対して減衰時間はそれほど変化しない。この結果についてもう少し考察を進める。
■電子波束の幅と準位幅との関係 すでに見たように固有状態から求まる透過率曲線の共鳴ピークの幅 Γの逆数から













































図 3.28 k0 = 2.20, 2.92 a.u.それぞれの条件で、波束の幅を変えて電子波束を入射した場合の共鳴状態寿命。青
い線は平面波の透過率曲線から求まる共鳴状態寿命をあらわす。
dE < Γと dE > Γ の場合でそれぞれ波束の共鳴状態寿命の振る舞いに大きな違いがあらわれることが予想される。
dE < Γの領域では波束の拡がりのほうが準位幅よりも大きいために波束の流出寿命が τ に近くなり、ほぼ一定値に




結果を見ると傾向はあっているが定量性という点に疑問が残った。k0 = 2.20, 2.92 a.u. それぞれに対する Γ は





























































































































である。このような系に対して、電場 E、磁場B を電磁ポテンシャル φ,Aを用いて、
E = −gradφ− ∂
∂t
A(r, t) (4.2)














A(R, t) = (2eE0/ω) sin(Q ·R− ωt) (4.5)
φ = 0 (4.6)




= 2eE0 cos(Q ·R− ωt) (4.7)
磁場は


















(A · p+ p ·A+ eA2) (4.11)
であるがこのうちA2 の項は高次であるので無視する。また p ·Aの項も半分消えて結局残るのは２倍のA · pの項
だけとなり、
V ′ = (e/m)A · p (4.12)
である（これは表式 E · J と密接な関係があり、電流に対しても重要である）。Aを代入し、上の表式を書き直すと
V ′(R, t) = eE0/imω(ei(Q·R−ωt) − e−i(Q·R−ωt))(e · p) (4.13)
を得る。ただし、第一項は電子が光子を吸収してエネルギーが ω、運動量が Q増加する過程を表し、第二項は電子
が光子を放出してエネルギーと運動量を失う過程を表す。
ここで今考えている系の大きさが光の波長よりも十分小さいと考えると光子の運動量を無視して Q = 0 と置くこ
とが出来、静電的な状態に対して電場が一様に作用すると見なすことが出来る。これが電気双極子近似である。そう
すると摂動ポテンシャルは単純化され、
V ′(R, t) = eE0/imω(e−i(ωt) − ei(ωt))(e · p) (4.14)
となる。さらに、このポテンシャルを遷移前と遷移後の波動関数で挟んで積分することを考えると





























< ψf |p|ψi >= im





(+f − +i) < ψf |r|ψi > (4.18)
である。ただし +i, +f はそれぞれ ψi, ψf に対応した固有値である。これを踏まえると V ′ は
V ′ = eE0/imω(e−i(ωt) − ei(ωt)) im



























A)2 + eφ (4.22)
で与えられた。これらの電磁ポテンシャルは、一般的に
A′(r, t) = A(r, t) + gradu(r, t) (4.23)


























































< n|H ′|m > ei(ωn−ωm)tCm(t) (4.30)
を得る。ただし、ここでは表記を簡略化するためブラケット記号を用いた。













Ca(t) = − i

(Ca〈a|H ′|a〉+ Cbei(ωa−ωb)t〈a|H ′|b〉)
d
dt
Cb(t) = − i

(Cb〈b|H ′|b〉+ Cae−i(ωa−ωb)t〈b|H ′|a〉)
(4.32)


















と与えられる。ただし +b > +a > 0を仮定して ωab = ωb − ωa と置き、さらに∆ω = ωab − w0 とした。また
Rab = R∗ab = −
E0
i
〈φ∗a|e · r|φb〉 (4.34)
である。同じ準位同士の双極子モーメントの項は対称性からゼロとなる。ここでは波動関数の時間発展に対する高周


















































































































となる。初期条件を Ca(0) = 1 ,Cb(0) = 0 とすると、解として




























で与えられることがわかる。特に、共鳴条件が満たされる ∆ω = 0 の条件においては、上の式は
































































































P = e〈r〉 (4.47)
で与えられ、位置の期待値と電荷の積としてあらわされる。位置の期待値 〈r〉は
〈r〉 = 〈ψ∗|r|ψ〉 (4.48)
で与えられるが、これに二準位近似のもとでの波動関数




























= [2iβe∆iωt cos(λt) sin(λt) + 2αβei∆ωt sin(λt) sin(λt)]
e−iωabt〈φa|r|φb〉
= [2iβei(∆ω−ωab)t cos(λt) sin(λt)
+2αβei(∆ω−ωab)t sin(λt) sin(λt)]〈φa|r|φb〉 (4.53)
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=Re[ei(∆ω−ω0)t(2iβ cos(λt) sin(λt) + 2αβ sin(λt) sin(λt))]ξ
=2(cos(∆ω − ω0)t+ i sin(∆ω − ω0)t)(iβ cos(λt) sin(λt) + αβ sin(λt) sin(λt))ξ




αβ[sin(λ−∆ω + ω0)t+ sin(λ+∆ω − ω0)t]
−1
2
β[sin(∆ω + ω0 − λ)t+ sin(∆ω − ω0 + λ)t])ξ
=αβ[sin(λt) sin(λ−∆ω + ω0)t+ sin(λt) sin(λ+∆ω − ω0)t]
−β[sin(λt) sin(∆ω − ω0 − λ)t+ sin(λt) sin(∆ω − ω0 + λ)t]ξ
={1
2
αβ[cos(λ− (λ−∆ω + ω0))t− cos(λ+ (λ−∆ω + ω0))t
cos(λ− (λ+∆ω − ω0))t− cos(λ+ λ+∆ω − ω0)t]
−β 1
2
[cos(λ − (∆ω − ω0 − λ))t− cos(λ+ (∆ω − ω0 − λ)t




αβ[cos(∆ω − ω0))t− cos(2λ −∆ω + ω0))t+ cos(ω0 −∆ω)t− cos(2λ+∆ω − ω0)t]
−1
2
β[− cos(∆ω − ω0))t− cos(2λ−∆ω + ω0))t+
cos(ω0 −∆ω)t− cos(2λ +∆ω − ω0)t])ξ (4.54)
を得る。ここで
cos(A−B)t = cos(−(A−B))t










αβ[2 cos(ω0)t− cos(2λ + ω0)t− cos(2λ− ω0)t]
−1
2




β[2α cos(ω0)t− (α+ 1) cos(ω0 + 2λ)t− (α− 1) cos(ω0 − 2λ)t] (4.56)
を得る。この結果から回転波近似の範囲では位置の期待値は ω0, ω0 ± 2λ の三つの振動数を持つことがわかった。ま













































= |Ca|2〈φa|H |φa〉+ C∗aCbei(ωa−ωb)t〈φa|H |φb〉
+C∗bCae
i(ωb−ωa)t〈φb|H |φa〉+ |Cb|2〈φb|H |φb〉 (4.58)
で与えられる。
ここで再び扱っている二準位が異なる対称性を持つ一方ハミルトニアンが偶の対称性を持ち、かつ +b > +a である
ことを踏まえると異なる状態間の行列要素はゼロになり、エネルギー期待値の時間変化は
〈E〉 = |Ca|2〈φa|H |φa〉+ |Cb|2〈φb|H |φb〉 (4.59)
とあらわされる。二準位近似における係数の時間発展が
|Ca|2 = cos2 λt+ Fa sin2 λt


























〈E〉 = |Ca|2〈φa|H |φa〉+ |Cb|2〈φb|H |φb〉









[(1 + Fa)〈φa|H |φa〉+ Fb〈φb|H |φb〉
+ {cos(2λt) − Fa cos(2λt)}〈φa|H |φa〉 − Fb〈φb|H |φb〉 cos(2λt)] (4.63)




[(1 + Fa)+a + Fb+b




[(2− Fb)+a + Fb+b




[2+a − Fb(+a − +b) + Fb cos(2λt)(+a − +b)] (4.64)
となり、エネルギー期待値の時間発展は 2λの振動を持つということがわかった。またこのときエネルギー期待値の
振幅範囲は
+a ≤ 〈E〉 ≤ Fa+a + Fb+b (4.65)
となり、共鳴の場合には Fa = 0, Fb = 1となって、+a, +b の間を行き来することが期待される。
物理量の時間発展の具体例
二準位回転波近似における、共鳴周波数を持つ電磁場に対するエネルギー期待値、位置期待値の時間発展を
E0 = 0.05, 0.50 a.u. の条件で計算した結果を、図 4.4に示した。位置の期待値が振動数の近い 2つの周波数成分を
持って振動することに対応してうなりを生じていることがわかる。二つの準位間を行き来するエネルギーの振動の周





































































































図 4.4 二準位回転波近似における、共鳴周波数を持って入射した電磁場に対するエネルギー期待値 (a),(c)と位
























Ca(t+∆t) = Ca(t−∆t) + 2∆t
i
(exp[−i(ωb − ωa)]t)〈φ0b |E0x|φ0a〉 sin(ω0t)Cb(t)
Cb(t+∆t) = Cb(t−∆t) + 2∆t
i
(exp[−i(ωa − ωb)]t)〈φ0a|E0x|φ0b〉 sin(ω0t)Cb(t)
(4.68)






であるとした。また計算は原子単位 (補遺 F参照）で行い、 = 1, m = 1としている。
各準位の係数、物理量の時間変化と振動数
図 4.5は回転波近似なし二準位近似でのエネルギー期待値と双極子モーメントの期待値（位置の期待値）を電場強
度 E0 = 0.05, 0.50 a.u. について図示したものである。どの結果にも回転波近似の下では見られなかった細かな振動
成分が乗っていることがわかる。これは回転波近似で落とした高次の振動項に由来する。また電場強度の比較的弱い









































































































随した物理量に与える効果を検討した。まずエネルギーの期待値に着目すると、E0 = 0.05, 0.50 a.u. のどちらの条
件においても回転波近似から予想された 2λの振動ピークに加えて、2ω, 4ω, 6ω 付近に分裂した振動ピークがあるこ
とが確認された。またこれらの新たに付け加わった振動ピークの強度は、電場強度の強い E0 = 0.50 a.u.においてよ
り大きくなった。同様に、位置期待値の波数分布においても回転波近似から予測された ω + ±2λのピークに加えて
3ω, 5ωにおいて分裂ピークが存在する。これらの高い周波数成分は係数の時間発展が持つ振動によって生じたと考え
られる。今仮に、係数の振動に 2ω の振動数が乗っていると考えると、前節と同様の手続きにより、エネルギー期待



































































































































件は a)E0 = 0.05 a.u.、b)E0 = 0.50 a.u.でどちらに対しても、データのサンプリング間隔は 0.25 a.u. で合計
32768点のデータを使用。
■近共鳴点　物理量の変化 同じく、図 4.7は近共鳴点における物理量の時間変化をあらわしたものである。電場強
度もそれぞれ E0 = 0.05, 0.50 a.u. としている。共鳴点におけるのと同様に細かい振動が現れ、電場強度が強い場合
にはより複雑な振動があらわれた。また、回転波近似の節で予想したとおり、電場強度 E0 の大きい領域では物理量
の時間発展はほとんど共鳴点における時間発展と見分けが付かないほど似通ったものとなった。
















































































































Cc(t) = VcaCa(t) + VcbCb(t) + VccCc(t)
(4.70)
























本節では Floquet 状態に対する理論の概略を述べるが、基本的な部分は参考文献 [39]の記述に負うところが大き
い。ハミルトニアンが時間に対して周期的に変動するような場合を考える。その周期を T とすると、このとき時間推
進演算子 U は
U(t+ T ) = U(t) (4.74)
と与えられ、周期 T で同じ時間発展演算子が作用し続けるということになる。これが出発点である。このことから、
最初の周期における時間発展を理解すれば全ての時刻の時間発展を理解することが可能になる。
ベクトル Z(t)に対して次に示すような N 個の常微分方程式を含む動的な系を考える。
d
dt
Z(t) = −iWˆ (t)Z(t) (4.75)
ただし Wˆ は N ×N の係数行列で周期 T = 2πω である。解を ν でラベルして書くと
Zν = exp(−i+νt)zν (4.76)










で与えられるということである。ここで +ν は Floquet理論では特性指数と呼ばれ、0 ≤ +ν ≤ ω の周期のなかに最大



















ψ(r, t) = H(t)ψ(r, t) (4.80)
において、今考えている周期的外場の下でハミルトニアンの時間に対する周期性を考えると、時間推進演算子も時間
に対する周期性を持つ。このとき、解が




















と、t は共役な運動量 p2 を持たなくてはならない。位相空間は形式的に [q, p; t, p2 ≡ −H(q, p, t)]となり、新しくハ
ミルトニアンを
K(q, p; t, p2) ≡ H(q, p, t) + p2 = 0 (4.85)
と定義する。ハミルトニアンがゼロというのは一見奇妙であるが、このハミルトニアンは拡張されたハミルトン方程
式を満たす拡張された位相空間の変数を持つ関数である。拡張されたハミルトン方程式は今までのハミルトン方程式


















x, pと同じ要領で、t, p2 を量子化する。
p2 = −i ∂
∂t
(4.88)
(tψ(t)) ≡ tψ(t) (4.89)
ここで [p2, t] = iである。これらの結果から、
K ≡ H(t)− i ∂
∂t











■Quasienergy 演算子とその固有状態 ここで拡張した位相空間を用いて作った演算子の観点から、Floquet 状態に
ついてもう一度考え、演算子K と +との間の関係が明らかにする。まず、時間を一周期分進める演算子 UT を
UT = exp(iT p2/) (4.92)
とする。この演算子は K と可換で [K,UT ] = 0 であるので同時固有関数が存在する。ここで UT の固有状態は
Floquet状態と呼ばれる。




)[exp(iλt)φλ(r, t)] = +[exp(iλt)φλ(r, t)] (4.94)
である。時間に対する微分を行い整理すると
Kψλ(r, t) = (+ν − λ)ψλ(r, t) (4.95)
を得る。ここで K を ψ(T ) = ψ(0)という周期関数の部分空間への演算であると制限して KT とし、λをその縮退性
から消去する。この操作によって作られた演算子KT が満たす固有値方程式
KTψν(q, t) = +νψν(q, t) (4.96)






Hψ = +ψ (4.97)
であり、空間の周期を aとすると固有状態は Bloch状態
ψ(x) = u(x) exp(ikx) (4.98)
u(x+ a) = u(x) (4.99)
で与えられる。等価な表式として
ψ(x+ a) = exp(iθ)ψ(x) (4.100)
がある。
■Floquet状態 解くべき方程式は
KTψν = +νψν , KT = H − i ∂
∂t
(4.101)
であり、時間の周期を T とすると、固有状態は Floquet状態
ψν(r, t) = uf(r, t) exp(−i +ν

t) (4.102)




ψν(r, t+ T ) = exp(−i +ν















■二準位系の時間部分をフーリエ級数で展開して行列表示 まず波動関数 ψ(x, t)が二準位で展開出来るとして
ψ(x, t) = Ta(t)φa(x) + Tb(t)φb(x) (4.105)
とかく。ここで時間に依存する項を Ta, Tb とまとめてかいた。次にこれを時間依存シュレディンガー方程式に代入す
る。ただし、ハミルトニアンは先ほどと同じで
H = H0 + xE0 sinω0t (4.106)
である。代入の結果
iT˙a = +aTa + 2βab sinω0tTb






, βab = βba (4.108)
および






F (t) = Hc(t)F (t) (4.110)
とあらわすことができると仮定する。ただし F (t)は波動関数の基底に対する係数のベクトルである。時間部分 Ta, Tb
は Floquet理論によると


































































る。指数が同じ ω0 の項だけ集めて、それを lとすると、
− +νe−i%νtAle−ilω0t + lω0e−i%νtAle−ilω0t
= +ae−i%νtAle−ilω0t + βabe−i%νte−ilω0t(Bl+1 +Bl−1)
(4.117)
となって、さらにまとめると
−+νAl + lω0Al = +aAl + βab(Bl+1 +Bl−1) (4.118)
を得る。ただし +a = ωa である。仕上げにもうひとまとめすると
Al(+ν + ωa − lω0) = −βab(Bl+1 +Bl−1) (4.119)
を得る。同様にして





· · · · · ·
βab 0 0 0 0 0
ωa − (l − 1)ω0 0 0 βab 0 0
0 ωb − (l − 1)ω0 βab 0 0 0
0 βab ωa − lω0 0 0 βab
βab 0 0 ωb − lω0 βab 0
0 0 0 βab ωa − (l + 1)ω0 0





































βab ωa + ω0
)
(4.122)
まず固有値を求めると、∣∣∣∣ ωb − +ν βabβab ωa + ω0 − +ν
∣∣∣∣ = (ωb − +ν)(ωa + ω0 − +ν)− β2ab
= +2ν − +ν(ωb + ωa + ω0) + (ωaωb + ωbω0 − β2ab) (4.123)
であり、
+ν =
(ωb + ωa + ω0)±
√





(ωb + ωa + ω0)± 12
√
∆2 + 4β2ab (4.124)
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を得る。ここで ∆ = (ωb − ωa)− ω0 とした。さらに
√





(ωb + ωa + ω0)± 2Ω (4.125)
となる。次に固有ベクトルを求める。まず +の方を代入すると、
[ωb − 12(ωb + ωa + ω0)−
1
2
Ω]ψ2(x) + βabψ1(x) = 0 (4.126)
βabψ2(x) + [ωa + ω0 − 12(ωb + ωa + ω0)−
1
2



































■Floquet状態から見た Rabi振動 ここでは上で得られた二準位 Floquet状態と前節で考察した Rabi振動との関係























φ2 を電子が占有しているとして初期状態を与えると、各 Floquet状態の係数が決定され、c1 = −1/
√




ところで電子が基底状態から励起状態へ遷移するまでの時間周期 Tinv は Tinv = π/2βab であるが（Rabi振動の周
期）、これは共鳴条件を満たす場合














































(n− 1)ω + 12ωeg
√
ng√
ng nω − 12ωeg
)( |g, n− 1 >
|e, n >
)
(n = 1, 2, · · · ) (4.135)
が対角に並んだ行列であり、この各小行列は容易に対角化することが出来る。固有関数、固有値はそれぞれ
|+, n >= cos(φn/2)|e, n− 1 > +sin(φn/2)|g, n > (4.136)
|−, n >= − sin(φn/2)|e, n− 1 > +cos(φn/2)|g, n > (4.137)





Ωn−1, Ωn−1 = (δ2 + 4ng2)1/2 (4.138)





























Al(+ν + ωa − lω0) = −βab(Bl+1 +Bl−1) (4.140)
と与えられ、同様にして
Bl(+ν + ωb − lω0) = −βab(Al+1 +Al−1) (4.141)
であり、これを行列表示すると

· · · · · ·
βab 0 0 0 0 0
ωa − (l − 1)ω0 0 0 βab 0 0
0 ωb − (l − 1)ω0 βab 0 0 0
0 βab ωa − lω0 0 0 βab
βab 0 0 ωb − lω0 βab 0
0 0 0 βab ωa − (l + 1)ω0 0

























本研究では基本的には電場強度 E0 が 3.0 a.u. よりも小さい領域を考えるとして、その範囲において正しい結果
を与えるように行列の次数の見積もりを行った。図 4.9は、フーリエ級数の次数が l = ±3, 5, 10および回転波近似
における quasienergy を電場強度に対して図示したものである。どの場合も電場強度が比較的小さな領域ではほぼ
同じ結果を与えるが、l = ±3, 5においては電場強度が大きな領域で遠くの非対角項からの寄与が正しく取り込めず
quasienergyが正しい結果から大きくずれていることがわかる。上の結果では l = ±10まで取り込むと良い結果が得
られた。ただし図には示していないが非共鳴条件の場合にはこの傾向は強くなり、より遠くの非対角項成分まで取り








討を行う。共鳴周波数における電場強度と quasienergyの関係を図示したのが図 4.10 である。
■ブリルアンゾーンについて 前節で調べたように回転波近似においては quasienergyはフーリエ級数の次数ごとに
+ = +i +mω0 (4.143)
と与えられた。ここで Floquet状態について考えてみると
ψFlo = u(r, t) exp(−i+νt) (4.144)












■非共鳴状態に対する quasienergy 非共鳴状態に対しても同様の結果が与えられる。図 4.11 は電場の周波数
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の折り返しが激しくなっていくが、これは quasienergyに寄与する Ω =
√
∆2 + 4βab の中の ∆の項が大きくなるた













































































図 4.11 ω = 0.23ωab, 0.50ωab, 0.80ωab に対する電場強度と quasienergyの関係。
以上電場強度に対する quasienergyの変化を見てきたが、これを踏まえて、時間発展計算結果を解釈することを次
章では行う。
















Al(+ν + ωa − lω) = −βab(Bl+1 +Bl−1)− βac(Cl+1 + Cl−1) (4.146)
を得る。同様に
Bl(+ν + ωb − lω) = −βab(Al+1 +Al−1)− βbc(Cl+1 + Cl−1) (4.147)





· · · · · · · · · ·
· βac βbc 0 0 0 0 0 0 0
· ωa − ω 0 0 0 βab βac 0 0 0
· 0 ωb − ω 0 βab 0 βbc 0 0 0
· 0 0 ωc − ω βac βbc 0 0 0 0
· 0 βab βac ωa + 0 0 0 0 βab βac
· βab 0 βbc 0 ωb + 0 0 βab 0 βbc
· βac βbc 0 0 0 ωc + 0 βab βbc 0
· 0 0 0 0 βab βac ωa + ω 0 0
· 0 0 0 βab 0 βbc 0 ωb + ω 0



























であるので、原子単位系（ = 1, m = 1）では、固有エネルギーは表に示すようになる。また固有関数は



































































と分解した。ただし、時間に依存しないポテンシャル項を Vstat とした。ここで時間に依存するポテンシャル項 Vtd




井戸の幅 L = 4.0 a.u.の電磁場の振動数としては基底状態のエネルギーと第 1励起状態のエネルギー差に相当する






E0 = 0.05, 0.50 a.u. における物理量の時間変化に対する計算結果を図 4.12 に載せた。電場強度の比較的弱い
E0 = 0.05 a.u.においては、エネルギー期待値、電気双極子モーメントともに二準位近似における時間発展とほぼ同
等の結果となっているのに対し、電場強度が E0 = 0.50 a.u.においては、その時間発展が大きく二準位近似による結
果から逸脱していることがわかる。より詳細な比較を行うために、フーリエ変換による波数成分解析を行った。
上で数値的に求めたエネルギー期待値と電気双極子モーメントの期待値の時間発展に対してフーリエ変換を行った


































































































図 4.12 電場強度 E0 = 0.05, 0.50 a.u. に対する実空間差分を用いた数値計算による共鳴点でのエネルギー期待
値、位置期待値の時間変化。計算条件は ∆x = 1/16 a.u., ∆t = 1/256 a.u.
えた電場強度 E0 = 0.05 a.u.においても両者の波数成分に大きな違いがあらわれることがわかる。まずエネルギー期
待値について詳細に見ていくと、E0 = 0.05 a.u.においては二準位近似で予測された k = +ν と k = 2ω におけるピー
クとその分裂が確認されるが、実空間差分による結果ではこれに加えて二つの新たな分裂ピークが ω = 0.65および






位置期待値の時間発展においても同様の結果が得られた。E0 = 0.05 a.u. においては二準位近似で予想された











































































































































図 4.13 共鳴点における位置期待値、エネルギー期待値の時間発展に対するフーリエ変換の結果。(a) E0 = 0.05
a.u.におけるエネルギー期待値の時間発展が持つ波数分布と (b) 位置期待値の時間発展が持つ波数分布。同じく、
(c) E0 = 0.50 a.u.におけるエネルギー期待値の時間発展が持つ波数分布と (d) 位置期待値の時間発展が持つ波
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図 4.14 時間発展計算によるエネルギー期待値、位置期待値の時間変化。（近共鳴条件 ω = ωab − 0.05 a.u.）(a)















i , i = 0, · · · , N (4.154)





φn = A sin
2πnx
L
　, n = 1, 2, . . . (4.155)
である。ただし Aは規格化因子をあらわす。これらの関数へ各時刻に得られた波動関数を射影することで、電子状
態がどのような状態を経由して時間発展しているのか解析を行った。周波数 ω を共鳴 (ω = ωab = 0.92)、近共鳴






























































図 4.15 電場強度 E0 = 0.05 a.u. における時間依存シュレディンガー方程式の数値解の非摂動状態への射影。
































































図 4.16 電場強度 E0 = 0.50 a.u. における時間依存シュレディンガー方程式の数値解の非摂動状態への射影。
（a）ω = ωab = 0.92,（b）ω = 0.80 a.u. ,（c）ω = 0.50 a.u., （d）ω = 1.20 a.u.
図 4.15 は電場強度 E0 = 0.05 a.u. における時間依存シュレディンガー方程式の数値解を非摂動状態へ射影し
た結果である。まず共鳴的遷移に対する結果 [図 4.15(a)] を見てみると電子が共鳴励起され、基底状態と第一励
起状態間を振動し、Rabi 振動をしていることがよくわかる。またその振動周期も二準位回転波近似における結果
(TR = π/|Rab| = 173.5a.u.)、および上での周波数成分の解析結果とよく一致していることが明らかとなった。次に
近共鳴条件 [図 4.15(b)]を見ると、不完全な共鳴が起こり、電子状態は基底状態と第一励起状態の混じった状態を共
鳴状態におけるのよりも速い周波数で振動することがわかる。これらの条件における結果は基本的には二準位近似が
よく成立していることを示唆している。次に、非共鳴条件 [図 4.15(c), (d)]の結果を見ると、二準位の他にさらに上
の状態までがわずかではあるが混じっていることがわかる。このような状態の混成が生じることで物理量の時間発展
には新たな振動成分が付加され、二準位近似の範囲を超えた理論的取り扱いの必要性が明らかである。この傾向は電






















■共鳴条件 図 4.17は、波動関数の基底状態と第一励起状態の二準位による展開を仮定して求めた二準位 Floquet状






















図 4.17 電場強度 E0 = 0.05 a.u. における時間依存シュレディンガー方程式の数値解の二準位 Floquet 状態へ



















図 4.18 電場強度 E0 = 0.05 a.u. における時間依存シュレディンガー方程式の数値解の三準位 Floquet 状態へ
の射影。ω = ωab = 0.92 a.u.
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第 4章 動的ポテンシャル場における量子的に閉じ込められた電子の動力学
■近共鳴条件 次に、近共鳴条件 ω = 0.80 a.u.における時間発展を Floquet状態へ射影した結果を示す (図 4.19)。
電場強度が比較的弱い E0 = 0.05 a.u.の場合には図 4.19(a)を見ると明らかなように二準位 Floquet状態で展開可能

































































































図 4.19 周波数 ω = 0.80 a.u. における波動関数の時間発展を二準位 Floquet 状態への射影。(a) 電場強度
E0 = 0.05 a.u.、(b) 電場強度 E0 = 0.50 a.u.。同じく三準位 Floquet 状態への射影 (c) 電場強度 E0 = 0.05

























































































図 5.1 菱形量子ドットの模式図. 電磁場の照射は量子ドット内部のみであると仮定した。 障壁の高さを 300





とを可能にした。この系のハミルトニアン H(x, y; t)は以下のように与えられる。
H(x, y; t) = − 
2
2m∗
∇2 + Vstat(x, y) + Vph(x, y; t) (5.1)
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第 5章 光支援トンネリング




仮定して電子の有効質量を 0.067me, 誘電率を + = 12.53+0 としている。菱形量子ドットの障壁の高さを 300 meV、







Vph = eE0x sin(ωt) − a/2 < x < a/2
= 0 x < −a/2, a/2 < x (5.2)






ψ(x, y; t) = H(x, y; t)ψ(x, y; t) (5.3)
の形式解は、





Hˆ(x, y; t′)dt′]ψ(x, y; t), (5.4)
で与えられる。ただしここで T˜ は時間順序演算子、∆tは時間刻み幅をあらわす。時間に依存する項を含むハミルト
ニアンに対する時間推進演算子を前章までと同様、二次精度で































ここで, k0x は初期中心波数、x0 は波束の初期位置をあらわし, また波束の空間拡がり幅 dを量子ドットの共鳴状態を



















































れ、その点群は D2h に落ち、もはや各辺に対する節は良い量子数ではない。そこで我々は共鳴状態を既約表現 Ag,
B3u, B2u, B1g を用いて分類し、さらにそれぞれの既約表現ごとにエネルギーの順番付けをすることで共鳴状態を例
えば B43u のように指標付けした (図 5.2)。一方、伝導路においては、y 方向の量子数 ny は良い量子数であり、また
x方向については半無限の長さを持っていると考えられ自由電子状態が適用出来る。故に菱形量子ドットは D2h に属































































替えが起こるからである。得られた透過ピークを調べた結果、電子波束は Ag と B3u の対称性を持つ共鳴状態のみを
透過し、B2u と B1g の共鳴状態を介した透過は起きないことが明らかになった。これは我々が用いた電子波束と量
子ドットを構成するポテンシャル場の両方が y 方向に対して偶の対称性を有していたことによるものである。そのた
め、透過可能な共鳴状態は y 方向に対して偶の対称性を持たなくてはならず、この条件を満たさない B2u と B1g の
状態を介した透過が起こらなかったと理解される。逆に電子波束に y 方向に対して奇の状態を初期状態として与えた





目し、共鳴トンネリングの解析を行った。量子ドットにおける電子の電荷密度分布を 4.5 ps まで示す [図 5.4(a)]。こ
れらのスナップショットから電子波束は量子ドットを共鳴状態を介して 5 ps 以内に透過していることがわかる。よ
り定量的な議論のため、量子ドット内における確率密度の時間変化を示した [図 5.4(b)]。電子の存在確率は 1.25 ps
に最大値をとった後、なだらかに減衰していくことがわかる。さらに、第３章で定義した、「共鳴構造内における電子
の存在確率が最大値の 1/eになる時間間隔を電子の有効共鳴状態寿命とする」という定義を用いることで共鳴トンネ
リングにおける共鳴状態寿命を定量化した。その結果 B43u の共鳴状態に対する状態寿命は τ
0
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図 5.4 (a) 量子ドット内電荷密度のスナップショット。(b) 量子ドット内の電荷密度の時間変化。電子波束を伝





No. Energy [meV] Lifetime [ps] Transmission [%]
1 68.69 7.26 2.70
2 91.03 10.14 0.95
3 97.11 4.73 3.85
4 108.84 3.89 4.96
5 135.42 1.80 10.82
6 141.66 6.65 2.25
7 158.18 2.08 9.01
8 174.96 1.41 11.64
9 189.27 1.35 12.79



































































図 5.5 電子波束の透過波の波数分布スペクトル (a) と t=5 ps における断面 (b). 各運動量成分を明らかにする
ため、伝導路のエネルギーサブバンドとの関係を図示した (c).
5.3.2 透過波の波数分布解析
前節で述べたとおり、伝導路および量子ドット領域における固有状態はそれぞれ量子数 (kx, i)と D2h の点群が持
つ既約表現で表された。ここでは電子波束のポテンシャル障壁を介したドット-伝導路間のトンネリングを、両者の状
態間の遷移とみて検討する。この際、散乱は弾性的であると仮定した。図 5.5(a)は、電子波束を B43u の共鳴状態を介
してトンネルの起こる群速度 kx = 4.83 a.u.で打ち込んだ結果得られる、透過波の kx 方向に対する波数分布の時間
変化である。さらにこの図から波数分布の変動がなくなった t = 5 ps における kx の分布を切り出したのが図 5.5(b)
である。３つの特徴的なピークが存在する。このうち、もっとも大きなピークは kx = 4.83 a.u.にある。これは初期
波数ベクトルと一致しており、運動量を保存した伝導路-ドット間、ドット-伝導路間の遷移を起こした遷移成分に相
当することは明らかである。伝導路のエネルギーサブバンドを表した図 5.5(c)からもこの成分がドットの B43u から
伝導路のサブバンドの i = 1への遷移によるものであることを確かめることが出来る。次に残りの２つのピークにつ
いて考えると、これらは電子波束の入射時とは異なるサブバンドへの遷移によって生じたことが理解される。伝導路
がサブバンドを生じていることから電子波はドットから伝導路への遷移においてエネルギー保存の条件を満たせば他
のサブバンドへの遷移も可能である。ただし、B43u 状態が y 方向に対して偶の状態を持つことから、遷移可能なサブ
バンドは y 方向に対して偶の対称性を持つものに限られる。そのため電子は伝導路の y 方向に対する量子数が奇数の
状態にのみ遷移することが許され (i = 1, 3, . . . )、偶のサブバンドへの遷移は起こらない (i = 2, 4, . . . )。電子のエネ
ルギー保存を考え、サブバンドの持つエネルギーと kx 方向へあらわれたピークとの関係を調べた結果、kx = 4.27











初期波束に、さきほど注目したのと同じ B43u のエネルギーに相当する kx = 4.83 a.u. の運動量を与え、前章で議
論した射影法を適用することでより詳細な透過過程の議論を行った。我々の量子ドットは D2h の対称性を持ち、B3u
の他に B2u, B1g, Ag の表現を持つ。このうち B3u から Ag 状態への遷移は波束の進行方向に対して平行方向へ偏光
したポテンシャル場によって、また B1g 状態への遷移は波束の進行方向に対して垂直方向へ偏光したポテンシャル場
によって起きることが期待される。これらの遷移は一光子過程であるが、二光子過程を利用することで同じ対称性を
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図 5.6 (a) 量子ドット内部における電荷密度分布のスナップショット。x方向へ偏光した電磁波の入射に対する
結果 (L-mode, E0 = 0.59× 105 V/m , ω = 36.00 a.u.)。(b) 射影による解析と対応する共鳴状態。(c) y 方向







介して起きるのかを明らかにした。時間発展計算によって求まった各時刻毎の波動関数 ψ(x, y; t) を量子ドットの共




ψ∗(x, y; t)φ0n(x, y)dxdy n = 1, 2, . . . , N (5.7)
と定義した。ただし、共鳴状態の波動関数 φ0n(x, y)は時間に依存しないシュレディンガー方程式を実空間格子点を基
底として解くことで求めている。N = 20までの展開係数を各時刻で求めた [図 5.6(b)および 5.6(d) の破線]。
図 5.6(b) から以下の透過描像が明らかとなった。まず共鳴状態 B43u が電子の入射により形成され、それは時刻
t = 1.24 psにおいて最大値をとったあと減衰していく、それと並行して A4g への遷移が 0.5 ps付近から始まり、2.5
ps においては B43u にかわって最大値を取り、トンネル透過によってゆっくり減衰していく。これらのことから電子




は第４章で考察したとおり、完全共鳴の条件下では Ω = E0〈B43u | x | A4g〉/によって与えられるが、得られた結果
Ω = 0.023 a.u.は予想された周波数 0.024 a.u. とよい一致を示した。若干の値のずれは、他の準位への非共鳴的遷移
によるものであると考えられる。以上の結果から電子遷移により A4g 状態をとった電子はこの共鳴状態の低い透過率
を反映して長い寿命を持ち（図 5.3）、それによって存在確率の”ふくらみ”があらわれることが理解された。また、射
影の結果をよく見ると、B43u ↔ A4g の遷移に加えて A7g への遷移も同時に生じていることがわかる。この遷移は B43u
と A4g との間のエネルギー差 36.00 meVに、B43u と A
7







と B21g との間の振動的遷移によって支配されることが明確になった [図 5.6(c),(d)]。この光学遷移は t ∼ 1 ps 付近で
まず光放出が始まり、3 ps 付近では電子は共鳴状態 B21g へ遷移するが、さらに共鳴的遷移に伴う Rabi振動によって






た。図 5.7(a)は L-modeの入射光電場の強度 E0 を 0から 1.77 × 105 V/mまで 、周波数 ω を 22 から 48 meVま
で独立に変化させ、それぞれの場合に得られた有効共鳴状態寿命 τeff をプロットしたものである。ただし、入射電子
波束の条件を今までと同様、B43u を介して共鳴トンネリングするようにして固定している。また図の縦軸として光電
場のない場合の寿命 τ0eff = 1.80 ps との差を取ることで、寿命の増減を見やすくしている。
図 5.7(a)からいくつかの特徴的な変調を見出すことが出来る。まず有効共鳴状態寿命 τeff に対する光電場の周波数
依存性を議論するために寿命スペクトル図 5.7(a)から E0 = 0.59, 1.18, 1.77 ×105 V/mの３つの断面を切り出した
(図 5.7(b))。比較的強度の弱い光電場 (E0 = 0.59 ×105 V/m)に対しては ω = 26.24, 36 meVに特徴的な寿命変




































































































図 5.7 (a) 強度 E0 と周波数 ω を変えた入射光電場に対する有効共鳴状態寿命スペクトル τeff と (b) その
E0 = 0.59, 1.18, 1.77 ×105 V/mにおける断面。(c) E0 = 0.29 ×106 V/m, ω = 36 meVにおける量子ドッ
ト内電荷密度 および射影係数の時間変化。また、図 (a)の７つの共鳴周波数に対するピークの断面を (d)に与え
た。図 (b),(d)の縦軸は光電場のない場合の寿命 τ 0eﬀ との差を取った値∆τeﬀ = τeﬀ − τ 0eﬀ であることに注意。
においては 1.24 ps の寿命の増加を示したが、これは前節で示したとおり電子の寿命の長い共鳴状態への遷移によっ






重畳の結果、寿命の延長が起こる。同様に ω = 26.24 meVにおいても電子は寿命の長い状態との共鳴遷移によって
寿命を延長したと考えられる。
これに対して光電場が E0 = 0.59 ∼1.18 ×105 V/mの領域においてはこれら二つのピークの寿命は異なる動きを
示し、ω = 26.24 meV のピークは増大したが、36.00 meV のピークは減少した。さらに E0 が大きくなって 1.77
×105 V/mを超えると両方のピーク共に減少し、光電場のない状態とほぼ同等の寿命に近づいた。このような電場強
度の大きな領域における寿命の振る舞いを理解するために電場強度 E0 = 2.95 ×105 V/m、周波数 ω = 36.00 meV
とした場合の電子の共鳴トンネリングに対して前節と同様、ドット内電荷密度およびその共鳴状態への射影係数の
時間変化を調べた (図 5.7(c))。B43u ↔ A7g 間の遷移が共鳴的遷移に近づいた一方、もともと共鳴的遷移をしていた










他のピークについても共鳴状態寿命の E0 依存性を詳細に調べるために図 5.7(b)で明らかになった７つのピークそ
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図 5.8 (a) 二光子過程に対する電荷密度および射影係数の時間依存特性。E0 = 1.77 × 105 V/m、 ω = 31.93
meVの L-modeの光電場を与えた。さらにいくつかの時刻における確率密度分布も示した (b)。
差∆τeff は、単調ではなく複雑な E0 依存性を示した。全ての一光子過程において、τeff は小さな電場においては単調
に増大または減少し、電場強度がさらに大きくなると極値を持ち、減少あるいは増加に転じた。このような E0 依存
性は基本的には共鳴的電子間遷移に伴う Rabi振動によるものと考えられる。ゆえに ∆τeff の E0 依存性は Rabi振動
の周期 TR と各状態寿命の重畳の結果として、以下のように分類できる。
• τeff < TR のとき, 量子ドットをトンネリング中の電子は Rabi 振動の半周期に満たず遷移の途中で透過して
しまう。そのためこの電場領域においては電子の寿命は遷移した先の共鳴状態の寿命の効果を受け継ぎ τeff は
| E0 |に対して単調に増加（減少）する。
• 一方, τeff > TR の場合には, τeff は電子が多くの Rabi振動を繰り返しながらトンネルすることにより、各共鳴
状態の寿命が平均化され一定値に近づくと期待される。
• しかし, 実際には強電場下 τeff  TR においては, 電子の光学過程は単純な二準位近似では扱えなくなり、共鳴
的遷移に加えて、他の共鳴状態への遷移や多光子過程などが同時に起こる。これによって τeff は複雑な E0 依
存性を示す。
さらに、E0 が 1.77 × 105 V/m を超えると ω = 31.93, 28.44 meVに新たな正負の寿命ピークがあらわれる [図
5.7(b)]。ω = 31.93 meVにおける電子の透過過程を明らかにするために、電荷密度および射影係数の時間依存特性































図 5.9 (a) T-mode光電場による変調に対する寿命スペクトル。電場強度 E0 = 0.00から 1.77× 105 V/m 、電
場周波数 ω = 22～46 meVの条件で計算を行った。(b) 電場強度 E0 = 0.59, 1.18, 1.77× 105 V/m における共
鳴寿命の周波数依存性。(c) 電場周波数 ω = 22.24, 46.48 meVに対する共鳴寿命の電場強度依存性。
を満たすものが２つであったと理解できる。このうち、ω = 22.24 meVに対するピークは B43u と B21g との間の共鳴





はどちらの周波数においても E0 = 0.7× 105 V/m付近で極値を持った後、減少に転じた。この電場強度依存性に対
しても L-mode光電場による変調と同様の解釈が成立する。すなわち、電場強度の比較的小さな領域では Rabi振動
の周期よりも寿命が短いために、ほぼ線形な変調が起こるのに対し、電場強度の大きな領域においては Rabi振動に









実際に数値計算を行った結果が図 5.10である。外場の条件としては E0 = 1.18× 105 V/m , ω = 26.24 meV を

































図 5.10 量子ドットの対称性と幾何的形状を利用した電子の Quasi-dark State の実現。外場の条件として

















図 5.11 (b)からこれらの新たなピークの起源は明らかである。共鳴状態 A4g は B
4
3u よりもエネルギー的に小さく
それに対応してサブバンドに遷移した透過波の x 方向の波数分布はもとの最大波数 kx = 4.83 a.u. よりも小さくな
り、サブバンド i = 1 への遷移によって kx = 4.10 a.u. のピークが、同様に i = 3, 5への遷移によって kx = 3.47,
1.67 a.u. のピークが生じたことが理解出来る。また共鳴状態 A7g からサブバンドへの遷移を考えると kx = 5.50,
kx = 5.03, 3.90 a.u.におけるピークがそれぞれ i = 1, 3, 5への遷移によって生じたことも明らかである。
T-modeの光電場においても同様の議論が成り立つことが期待され、ω = 26.24 meVの条件においては透過波の
x方向の波数分布には B43u から B
2
1g への遷移による効果があらわれることが期待された。しかし T-mode光電場の






図 5.11 透過波の波数分布。 ω = 36.00 meV 、E0 = 0.59 ×105 V/m の条件の L-mode 光電場に対する結果
(a)、 ω = 26.24 meV 、 E0 = 0.59 ×105 V/mの T-mode　光電場に対する結果 (c)。ドット内共鳴状態から




図 5.12は二光子吸収の共鳴周波数に相当する E = 0.588× 106V/m, ω = 31.98 meVの条件で L-modeの光電場
を与えた場合の波数分布をあらわすものである。。電場強度は先ほどの一光子過程と比べて５倍の強度である。透過















































































































































































































































ψ(x, t)  − 
2
2m











































































と多項式で展開して近似することにより計算を行う方法ある6)。ただし Pn は多項式で an が展開係数である。多項式
Pn としては Chebyshev多項式を使う。Chebyshev多項式は区間 [−1, 1]において他の多項式と比べて高精度で任意
の関数を近似できるという性質を持つからである。今考えている時間推進演算子はスカラー関数ではなく虚数の指数
演算子であるので、この場合は複素 Chebyshev多項式を使う。ここで変数 xは演算子 iHtに変更される。多項式近
似を成功させるためには多項式の定義域が [-i,i]でなくてはならないので、まず最初にハミルトニアン H をこの範囲




H − I(∆Egrid/2 + Emin)
∆Egrid
(A.12)
とするのがよい。こうすることで定義域を [−1, 1] と出来る。以上の定義の元で波動関数の時間発展は







と表せる。ここで φn は複素 Chebyshev多項式であり、右辺の最初の項はエネルギースケールのシフト分を補正する





(1− x2)1/2 = 2Jn(α) (A.14)
と与えられる。ただし a0 = J0, α = ∆Egrid · t/2である。
数値計算を実行するためには φn(−iHnorm) の ψ(0) への作用の結果を知る必要がある。それは Chebyshev 多項
式の
Φn+1 = −2iHnormΦn +Φn−1 (A.15)
110
A.3 Short Iterative Lanzcos法
という関係を使うことで実行することが出来る。ただし Φn = φn(−iHnorm)ψ(0) である。繰り返し計算（帰納式）
は Φ0 = ψ(0),Φ1 = −iHnormψ(0) から開始する。ベッセル関数 Jn(α)は αが nより小さくなると急激に小さくな
り指数的に減衰するので、α < nが多項式の次数打ち切りの目安になる。
A.3 Short Iterative Lanzcos法
Short Iterative Lanzcos 法は時間推進演算子を p 次の級数展開で近似する方法の一種である。その意味では CH
























dk = Hdk−1, d0 = ψ(t) (A.18)
である。まず Krylov部分空間を生成する必要がある。Krylov部分空間は線形演算子の初期ベクトルへの作用によっ
て定義され、たとえば j 次の部分空間は
uj = Hjψ(0) (A.19)
のようにしてハミルトニアンから作ることが出来る。ただし、uj は元の無限次元空間の射影（もしくは縮約）の範





α1 β1 0 　
β1 α2 β2 0 　








という形の三重対角行列となる。これは行列Hp の元の基底ベクトルに変えて di を基底ベクトルにした表現だという
こともいえる。












果得られた t+ ∆tの係数ベクトル c(t+∆t)を先ほどの Lanzcos法の手続きによって得られた基底から戻すことで
時間発展した波動関数を得ることが出来る。
ψ(t+∆t) = Qpc(t+∆t) (A.23)







exp(−i∆tbfHp) = Up exp(−i∆tΛp)U†p (A.24)













|c(t+∆t)p| ≤ + (A.26)











となる。ここで Hp は三重対角行列であるためにベクトル ct+∆t の第 p要素は低次の摂動の範囲では







で与えられる。ここで βk は Hp の非対角要素である。この式から時間刻みの幅 ∆tに対する条件式を求めることが
出来、
∆t ≤ (+[ (p− 1)!∏p−1
k=0 βk
]2)1/(2p−2) (A.29)









































































































kperpi = −kperpr (B.5)
という関係を満たす。このことから、入射波の入射角 θi と反射波の反射角 θr が等しいということがわかる。
透過波の屈折
さらに透過波を考える。その運動エネルギーは

























































µ%∇2E i ∂∂tΨ = (− 
2
2m∇2 + V )Ψ
分散関係 k2 = ω2µ+ k2 = 2m
2
(E − V )
臨界角




(E − V )/E, Ei − V > 0 (B.12)













成り立つはずである。垂直な成分をそれぞれ kperpi = ki cos θi, k
perp





4ki cos θikt cos θt
(ki cos θi + kt cos θt)2
(B.15)
R= 1− 4ki cos θikt cos θt






































図 B.3 ポテンシャルの高さ V = 0.2E0 に入射した電子波束の屈折の様子。t=10 a.u ごとに数値計算結果から
求めた電子波束の密度分布を表示。
図 B.5(b)は、解析的に求めた電子波の屈折角と数値計算によって得られた波束の軌跡から求めた屈折角をポテン
シャルの高さに対してプロットしたものである。電子波束の入射角は π/2であり、縦軸には sin θ1/ sin θ2 を、横軸に

























































図 B.5 （a）電子波束の屈折，V/E0 = 0.4,（b）π/2で入射する電子波束の屈折角とポテンシャルの高さの関係。
角度は電子波の軌跡を調べることによって求めている。矢印で示した点が臨界屈折角を表す。

























































































aθa  r (B.21)
bθb  r (B.22)































































最初に、レンズ型ポテンシャルによる電子波束の収束を示すために、レンズの曲率を R = 30 a.u、入射波束に対す


















ポテンシャルの高さ 0.1E0、0.6E0、0.8E0 の条件でそれぞれ計算を行った。上と同様、レンズの曲率は 30 a.u.、入






























図 B.10 波束の密度分布の等高線プロット。ポテンシャルの高さ V = 0.4E0 のレンズへ突入した場合（上）と


















































































1 + exp (−x/a) x < 0 (B.30)
V (x) =
V
1 + exp (x/a)
x > 0 (B.31)





この結果を見ると最も差が顕著となる領域が V = 0.6E 付近であることがわかる。（ただしこれは系の設定によって
変動し、どの条件でも普遍的に定まるものではないことに注意。）
傾斜のあるポテンシャル場に対する電子波の屈折
ここではポテンシャルの高さが連続的に変化する場合の電子波の屈折を扱う。領域 Iから領域 II へ電子波が入射す
る場合の屈折の法則は水平方向への運動量の保存を表す式













= tan θi (B.34)












































































の固有値を求める数値計算手法である。与えられた n次元の実対称行列 Aを Krylov部分空間へ射影することにより
三重対角行列へ変換する。このとき変換を途中で打ち切ってできた小さな三重対角行列に対する最低の固有値が元の
行列の固有値のよい近似になっているという特徴があり、この性質から大行列を対角化する際によく使われる。
■方法 まず、規格化された適当な n次元ベクトル u1 を用意し、これに行列 Aを作用させ Au1 を作る。この新し
くできたベクトルは以下のように表すことが出来る。
Au1 = α1u1 + β1u2 (C.1)
ここで u2 は u1 と直交する規格化されたベクトルである。このとき係数 α, β は以下の式で求められる。
α1 = ut1(Au1) (C.2)
β1 =
√
(Au1 − α1u1)t(Au1 − α1u1) (C.3)







次に Au2 を考える。このベクトルは u1,u2 に直交するベクトル u3 を用いて以下のように表せる。
Au2 = β1u1 + α2u2 + β2u3 (C.5)






β21 = (Au1 − α1u1)t(Au1 − α1u1) (C.7)
= (Au1)t(Au1)− (Au1)tα1u1 − α1ut1(Au1) + α21ut1u1 (C.8)
= (Au1)t(Au1 − α1u1) (C.9)
行列が実対称だということがここで使われている。また α2, β2 および u3 はそれぞれ以下のようにして求められる。
α2 = ut2Au2 (C.10)
β2 =
√
(Au2 − β1u1 − α2u2)t(Au2 − β1u1 − α2u2) (C.11)
u3 =





Aui = βi−1ui−1 + αiui + βiui+1 (C.13)
を満たす新しいベクトル ui+1,係数 αi, βi を以下の式から決めることが出来る。
αi = utiAui (C.14)
βi =
√
(Aui − βi−1ui−1 − αiui)t(Aui − βi−1ui−1 − αiui) (C.15)
ui =








α1 β1 0 　
β1 α2 β2 0 　
0 β2 α3 β3 0
0 β3
. . . . . .




これは行列 Aの元の基底ベクトルに変えて ui を基底ベクトルにした表現ということができる。ここで重要なのは三
重対角行列への変換を途中で打ち切ったときに出来ている小さな三重対角行列の固有値が元の行列に対する近似解に
なっているということである。
■近似解について 三重対角行列化の作業をm回行ったときに新しく張った基底ベクトル ui に十分多くの本来の固
有ベクトル成分が含まれていればよい近似であることが期待できる。まず u1 を本来の固有ベクトル {xi} で展開す
ると
u1 = c1x1 + c2x2 + · · · (C.18)
とできる。これに Aをm回作用すると




λ1 < λ2 < λ3 < · · · (C.20)
となっていてかつ










































であり、基底状態の固有値の値は Lx = Ly = 2.0 a.u.として、2.4674011 a.u.である。これに対して、上の固有値方
程式を実空間基底で表示し Lanzcos法を用いて対角化を行うことを試みた。実空間基底における２次元のハミルトニ
アンはかなり簡単な形を持つが、一方向の刻み数を N とするとハミルトニアンは N2 ×N2 と Nの２乗に比例して
次元が増大する。これに対して、Lanczos法を使った場合の打ち切り行列の次数と精度の関係を評価したのが表 C.1
である。
表 C.1 L = 2 a.uの二次元量子井戸の固有エネルギー













































H ′ = −e · r ·E (D.5)






e|i〉〈i|r|j〉〈j| = ηi,jσi,j (D.6)





ekEk(ak + a+k ) (D.7)
と表せる。ここで電磁場を直線偏光としてまとめると





gi,jk σi,j(ak + a
+
k ) (D.8)




|g〉 とおき、それぞれのエネルギーを ωg, ωe とすると








H ′ = 
∑
k
gk(σ+ + σ−)(ak + a+k ) (D.10)
となる。ここで ωeg = ωe − ωg 、
σz = |e〉〈e| − |g〉〈g|, σ+ = |e〉〈g|, σ− = |g〉〈e| (D.11)
である。
相互作用ハミルトニアン H ′ を展開すると４つの項があらわれるがこのうち a+k σ+ と akσ− の項はそれぞれ電磁場
の光子を一個増やして（減らして）電子系の状態を基底（励起）から励起（基底）状態へ遷移させる場合に相当する。
これら二つの項はエネルギー保存則より起こる確率が非常に小さいとして表式から削除できる。これを回転波近似と
いう。この近似のもとで H ′ は
H ′ = 
∑
k








ωk(a+k ak) + 
∑
k
gk(σ+ak + a+k σ−) (D.13)
と与えられる。ここで、レーザー場が単一モードであると仮定するとハミルトニアンはさらに簡単に表すことが出来、




ωegσz + ωa+a (D.15)

















ωegσz + ω(a+a) + g(σ+a+ a+σ−) (D.20)
134
























(n− 1)ω + 12ωeg
√
ng√
ng nω − 12ωeg
)( |g, n− 1 >
|e, n >
)
(n = 1, 2, · · · ) (D.22)
が対角に並んだ行列である。この各小行列は容易に対角化することが出来、固有関数、固有値はそれぞれ次のように
与えられる。
|+, n >= cos(φn/2)|e, n− 1 > +sin(φn/2)|g, n > (D.23)
|−, n >= − sin(φn/2)|e, n− 1 > +cos(φn/2)|g, n > (D.24)





Ωn−1,Ωn−1 = (δ2 + 4ng2)1/2 (D.25)











ドット内部における波動関数 ψ(x, y; t)を

























c2(t) = V21(t)c1(t) + V22(t)c2(t), (E.3)
ただし、ここで Vnm(t)は準位間の電気双極子相互作用項 V0x sin(ωt) を挟んだ遷移行列要素であり
Vnm(t) = 〈φ0n|E0x|φ0m〉 exp[i(ωm − ωn)t] sinωt, (E.4)
と与えられる。ここで i = j の項は軌道の対称性からゼロであるとしている。その際、i 番目の共鳴状態に対する電























と与えた。ここで Γini と Γ
out





















図 E.1 電場強度 E0 に対する寿命の関係を図示した。二つの曲線のうち τ2L は上の連立方程式 (E.3)を解いて得
られた結果を、τTD は時間依存シュレディンガー方程式を実空間差分を用いて直接解いた結果をあらわす。
具体的に各量へ値を与え、第５章で扱った光支援トンネリングにおける有効寿命の電場強度依存性について議論を
行う。上の二準位展開の表式を用いて L-mode の光電場における共鳴状態 B43u と A
4
g との間の光支援トンネリング
を考える [図 5.6(a)]。表 5.1(b)をもとに、これら二つの状態からの単位時間あたりの流出量を現象論的にそれぞれ。
Γout1 = 0.767 [τeff(B43u) = 1.30 ps], Γout2 = 0.243 [τeff(A4g) = 4.11 ps]と与えた。現象論的解析の第一歩として電子
の流入を無視した。この連立方程式に対して c1(0) = 1, c2(0) = 0の初期条件を与え、係数の時間発展を評価するこ
とで電場強度 E0 に対する共鳴状態寿命を調べた結果を図 E.1 に示した。定性的には電場強度依存性をよくあらわ
した結果となったが、時間依存シュレディンガー方程式を実空間差分で解いた結果とは電場強度が E0 = 1.1 × 105

































′ exp[−α(t − t0)2]
(Γin1
′ = 1.544)として計算を行った。ただし t0 = 0.37を電子波束の初期位置から量子ドットの中心までの到達時間、
137
付録 E 現象論的解析による共鳴状態寿命の検討















c2(t) = V21(t)c1(t)− 12Γ
out
2 c2(t). (E.6)
この条件のもとでの計算結果は図 E.2に示したように有効寿命 τeff の E0 依存性をかなりよく再現したものとなっ
た。しかし、それでも電場強度の強い領域では実空間差分の結果からのずれが生じた。射影による解析で明らかに
したように電場強度の強い領域では複数の準位が電子遷移に関与する（この場合では B43u ↔ A7g）。これを踏まえて


















]φ = Eφ (F.1)






















となってこれは Bohr半径 a0 に等しい。






]φ′ = E′φ′ (F.6)
と書き直すことが出来、これによって原子単位系を構成された。この単位系では長さの単位は Bohr半径 0.5 A˚、エ
ネルギーは 27.2 meVが１原子単位 (a.u.)として取られることになる。
■有効原子単位系の構成 上では電子の質量がme、誘電率が +0 の場合を考えたが、GaAs中に作成された二次元電
子ガス系における電子の運動を有効質量近似を用いて考える場合には原子単位系を取り直して有効原子単位系とでも
いうべきものを構成し直すと後に便利である57)。GaAsの有効質量をm∗ = 0.067m0、誘電率を +s = 12.53+0として


















表 F.1 単位換算表 原子単位
物理量 原子単位 SI単位
ディラック定数  1.05× 10−34[J·s]
質量 m 9.11× 10−31[kg]
電荷 e 1.60× 10−19[C]
速度 α 2.19× 106[m/s]
運動量 mα 1.99× 106[m/s]
エネルギー m(α)2 4.36 × 10−18[J]
長さ /mα 5.29× 10−11[m]
時間 /m(α)2 2.42× 10−17[s]
力 m2α3/ 8.24× 10−8[N]
電場の強さ m2α3/e 5.14× 1011[N/C]
角振動数 mα2/ 4.13× 1016[1/s]
表 F.2 単位換算表　有効原子単位
物理量 有効原子単位 (GaAs) SI単位
ディラック定数  1.05 × 10−34[J·s]
質量 m∗ 9.11× 10−31[kg]
電荷 e 1.60× 10−19[C]
速度 α 1.746× 105[m/s]
運動量 m∗α 1.066× 10−26[kg m/s]
エネルギー (m∗)(α)2 1.861× 10−21 [J] (= 11.61 [meV])
長さ /m∗α 99.00× 10−10[m]
時間 /(m∗)(α)2 5.634× 10−14[s]
力 (m∗)2α3/ 1.889× 10−13[N]
電場の強さ (m∗)2α3/e 1.18× 106[N/C]
角振動数 m∗α2/ 1.77× 1013[1/s]
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